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Modélisation et Simulation
de Systèmes Biologiques

(#1 - intro math)

Georges Czaplicki, UPS / IPBS-CNRS
Tél. : 05.61.17.54.04, email : cgeorge@ipbs.fr

Modélisation dans la biologie des systèmes

La biologie systémique s'appuie lourdement sur l'utilisation d'outils
mathématiques et de ressources bioinformatiques pour la modélisation

et la simulation de systèmes biologiques complexes et dynamiques.

Les méthodes d'analyse développées pour les besoins de la simulation
couvrent beaucoup de domaines différents et sont valides à des niveaux

différents de l'organisation de systèmes biologiques. Les approches pareilles
peuvent être utilisées pour analyser les processus dynamiques au niveau
de molécules ou de cellules, mais aussi au niveau de populations entières.

Système biologique

Modèle du système

Simulation
du système

Analyse de résultats

Complexe, dynamique,
difficile à comprendre

Simple, avec les
paramètres permettant
l'analyse efficace
des résultats

Fiable, robuste,
adaptative, évolutive

Nécessite une
validation
expérimentale

Construction du
modèle de système

Solution du système
des équations

Solution approximative
(qualitative)

Solution analytique
(symbolique)

Solution numérique
(quantitative)
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Objectif :
Apprendre les bases de la modélisation de processus biologiques.

Contenu :
 Introduction aux outils mathématiques

 Construction de modèles dynamiques dans biologie

 Recherche de solutions analytiques
 présentation des équations différentielles
 méthodes d'obtention de solutions analytiques

 Théorie qualitative de systèmes dynamiques
 simplification de systèmes d'équations
 points stationnaires et leur stabilité
 portrait de phase et trajectoires

 Approches numériques
 introduction au calcul numérique et au langage Matlab
 intégration de jeux d'équations différentielles

 Sélection des applications pratiques
 cinétique enzymatique (réactions chimiques)
 modélisation de la croissance de la biomasse
 processus périodiques et systèmes prédateur-proie
 sélection d'un des espèces équivalents
 les triggers génétiques (biosynthèse)

Introduction aux outils mathématiques

► Calcul différentiel
● fonctions
● dérivées
● règles de différentiation
● dérivées partielles
● développement en série de Taylor

► Calcul intégral
● définitions
● règles d’intégration

►Algèbre linéaire
● vecteurs et matrices
● opérations matricielles

► Equations différentielles
● types, ordres
● exemples

Dérivation Définition de la dérivée d'une fonction

Afin de faciliter l’analyse de fonctions, on introduit la notion de la dérivée. La dérivée 
y'(x) d’une fonction y=f(x) qui dépend d’une seule variable x, est définie comme suit : 

x
xyxxy

dx
dyy

x 





)()(lim
0

'

La dérivée montre la variation
de la fonction y=f(x) quand on
varie son argument x. Voici 
l’interprétation  géométrique
de la dérivée :

)('      )tan( 0 xy
dx
dy

x
y x  




 
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Calcul de dérivées

Dérivées d’ordre supérieur

1
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Règles basiques de différentiation
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Définition de l'intégrale d'une fonction Dérivée et intégrale = fonctions inverses

A = l'aire sous la courbe f(x)
(ici, entre 0 et la coordonnée x)

L'aire entre x et x+h =
A(x+h) – A(x)

L'aire entre x et x+h =
h  f(x)

)()()( xAhxAxfh 

h
xAhxAxf )()()( 



dxxfxA  )()( 

dx
dAxf )(

 

 
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Exemple : moyenne d’une fonction

Rappel des éléments d'algèbre linéaire
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Comment calcule-t-on une fonction d'une matrice ?

SADS
SASDA diag


 1      

Exemple :
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Equations différentielles : définitions
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Introduction aux équations différentielles

Separable variables:

Solution of

is

Direction field : Solutions and direction field :

Exemple des équations linéaires : glucose et insuline

Solutions analytiques :

Exemple pratique : courbe de poursuite

Vous faites une promenade, marchant le long d’une voie menant droit vers un abri. Soudain, 
vous apercevez un chien à une certaine distance. Pire, le chien vous aperçoit aussi, et 
commence à courir vers vous avec l’intention de vous mordre ! Vous commencez à courir vers 
l’abri, espérant d’y arriver avant que le chien ne vous rattrape. Voici le diagramme de la 
situation :

Votre vitesse est v, celle du chien u (u > v). En courant, le chien fixe ses yeux sur vous et 
se dirige toujours dans votre direction. Trouvez l’équation de la courbe et sa solution.
Où exactement va se terminer la poursuite ? Après quel temps ?
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L’équation de la courbe de poursuite )(xfy 
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La dérivée de t par
rapport à x donne : dt
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dsu
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Pour résoudre l’équation : on substitue :
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La solution par rapport à 1/z = dx/dy :
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L’intégration finale donne :
2

1

0

1

0

0

1
1

1
1

2
C

y
y

ky
y

k
yx

kk




































En imposant la condition initiale : 0      0 yysix  on obtient :
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Où se termine la poursuite ? (il suffit de substituer y=0)
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Combien de temps dure la poursuite ?
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Exemples de courbes de poursuite :
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Méthode matricielle de l'intégration d’un jeu d’équations différentielles
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Analogie par rapport à une seule équation :
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La solution générale du système non-homogène peut être trouvée comme
la somme de la solution du système homogène et d'une solution particulière
du système non-homogène :

0
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La preuve est facile : si on ajoute à Ys une fonction quelconque Z : 
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On transforme le système en forme canonique :
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Introduisons deux nouveaux symboles :

pour obtenir la forme canonique des équations :

Tout d'abord, la solution du système homogène :
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EDZ
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La solution du système non-homogène (même forme que le terme libre) :
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D'où la forme générale de la solution :

ZSY 1

La solution finale du système :

Construction du
modèle de système

Solution du système
des équations

Solution approximative
(qualitative)

Solution analytique
(symbolique)

Solution numérique
(quantitative)

1k
dt
dA



dtkdA 1

  dtkdAA 1

011 AtkdtkA  

(Synthèse constante, e.g. expression génique, sans dégradation mARN/protéine)

Réactions élémentaires : production constante Réactions élémentaires : dégradation linéaire
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0)0( AtA 

CeA 0
tkeAtA 1
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Réactions élémentaires : autocatalyse
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Réactions élémentaires : dimérisation
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Dimérisation : solution
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Solution : conditions initiales
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Construction du
modèle de système

Solution du système
des équations

Solution approximative
(qualitative)

Solution analytique
(symbolique)

Solution numérique
(quantitative)

Optimale, prédictive

Rarement disponible

Construction du
modèle de système

Solution du système
des équations

Solution approximative
(qualitative)

Solution analytique
(symbolique)

Solution numérique
(quantitative)

Optimale, prédictive

Rarement disponible
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Inhibition compétitive (isostérique) Steady state:
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Inhibition non-compétitive (allostérique)
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Construction du
modèle de système

Solution du système
des équations

Solution approximative
(qualitative)

Solution analytique
(symbolique)

Solution numérique
(quantitative)

Optimale, prédictive

Rarement disponible

Symbolique

Validité limitée

Construction du
modèle de système

Solution du système
des équations

Solution approximative
(qualitative)

Solution analytique
(symbolique)

Solution numérique
(quantitative)

Optimale, prédictive

Rarement disponible

Symbolique

Validité limitée
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Equation différentielle typique :

Méthode d'Euler :
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Intégration numérique des équations différentielles



23

Illustration of several different methods of numerical integration:
Blue is the Euler method, green, the midpoint method, red, the exact solution.
The step size is h = 1.0 (left) and 0.25 (right). 

Précision, convergence, stabilité…

Solution computed with the Euler method with step size h=1 (blue squares)
and h=0.7 (red circles). The black curve shows the exact solution. 

Matlab et les solutions numériques
Construction du

modèle de système

Solution du système
des équations

Solution approximative
(qualitative)

Solution analytique
(symbolique)

Solution numérique
(quantitative)

Optimale, prédictive

Rarement disponible

Symbolique

Validité limitée

Toutes les équations

Performance,
résultats partiels
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012 103102101123 

Systèmes utiles : binaire, octal, hexadécimal

B=2 : { 0, 1 } | B=8 : {0,1,2,3,4,5,6,7} | B=16 : {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}

1 bit :    2 bits : 3 bits : 4 bits : 8 bits = 1 octet
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23 = 8 24 = 16 28 = 256

21=2

22 = 4

168210 B71731111011123 

1111
............
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............
0100
1000
0000 0
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2
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Précision, erreurs d’arrondi, stabilité…
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L’explosion de la fusée Ariane 5 (le 4 juin 1996)

 Après 37 secondes de vol, les fortes accélérations de la fusée provoquent
un dépassement de capacité dans le calculateur du système de guidage
inertiel principal, qui se met aussitôt hors service.

 Le système de guidage de secours (identique à l'autre) subit la même avarie,
et s'arrête à la même seconde.

 Le pilote automatique se met en route. Suite à une mauvaise interprétation
du signal de panne des deux guidages inertiels hors service, le pilote
automatique provoque une violente correction de trajectoire. La fusée dérape
de sa trajectoire, et les boosters sont arrachés par le courant d'air décentré.
Ce qui déclenche le mécanisme d'autodestruction préventive de la fusée. 

Un missile américain Patriot à Dharan (Arabie Saoudite) a échoué de détruire un missile iraquien
Scud. Ce dernier a frappé les casernes de l’armée américaine, tuant 28 soldats et blessant ~100
personnes.

Les résultats d’enquête ont été publiés dans le rapport Patriot Missile Defense: Software Problem
Led to System Failure at Dhahran, Saudi Arabia. Il s’avère que le problème venait du calcul de
temps écoulé depuis le démarrage du système, qui montrait les erreurs d’arrondi.

Concrètement, l’horloge interne mesurait le temps en dixièmes de secondes, ce qui était multiplié
par 10 pour arriver aux secondes. Le calcul se faisait sur des registres de 24 bits. Puisque la
valeur 1/10 en système binaire va au-delà de 24 bits, ce qui dépassait était coupé. La petite erreur
d’arrondi, multipliée par des grandes chiffres représentant le temps en 1/10 s, conduisait de façon
cumulative à une grande erreur finale. L’erreur d’arrondi sur chaque mesure était d’ordre de 0.1s,
mais sur 100h après le démarrage, ceci donne

s.

Un missile Scud a la vitesse de 1676 m/s, ce qui
veut dire qu’il parcourt presque 600 m pendant
ce temps (0.342 s). Par conséquent, il était
au-dehors du tracking range (champ de poursuite)
du missile Patriot.

L’échec du missile Patriot (le 25/02/1991, guerre du Golfe)

342.010606010010095.0 6  
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Perte de la sonde spatiale Mars Climate Orbiter (le 23/09/1999)

Le 23/09/1999 débutait la mise en orbite de la sonde Mars
Climate Orbiter. Pour placer la sonde en orbite martienne,
il est nécessaire de la ralentir suffisamment pour qu'elle
puisse être happée par le champ de gravité de Mars. Si le
freinage n'est pas assez fort, la sonde survole Mars puis
dépasse la planète en continuant sur sa lancée. Le moteur
devait fonctionner pendant ~16 minutes pour assurer un
freinage suffisant. A 11:01, alors que la sonde est en train
de frôler le pôle nord martien, le moteur de 640 Newtons de
poussée est mis à feu. La sonde devait réapparaître de
l’autre côté de Mars à 11:26:25, mais l’antenne n’a capté
aucun signal. A 11:41, la NASA annonce officiellement
que le contact avec la sonde est perdu.

Il semble que la perte de Mars Climate Orbiter doit être mise sur le compte d'un problème
d'unité dans l'expression d'une force de poussée. Les ingénieurs de Lockheed Martin
Astronautics (Denver, Colorado), la firme qui a conçu et fabriqué la sonde martienne,
avaient apparemment gardé l’habitude de travailler avec les unités du système anglo-saxons
(poussée du moteur en livres). De leur côté, les ingénieurs du Jet Propulsion Laboratory
(Pasadena, Californie) travaillaient depuis des années dans le système métrique (poussée
calculée en Newtons ; une livre équivaut à 4,48 Newtons). lors du transfert des données
entre le centre de Lockheed et celui du JPL, personne ne se soit rendu compte qu'il fallait
convertir les données, chacun étant persuadé que l'un utilisait les mêmes unités que l'autre !

Calcul numérique (dérivées, intégrales, équations différentielles,…)

h grand => calcul peu précis
h petit   => erreurs d’arrondi

Intégration numérique : comment trouver                     ?
b

a

dxxf )(

2
)()()()( bfafabdxxf

b

a




Méthode de trapèzes















 




 




1

12
)()()(

n

k

b

a n
abkafbfaf

n
abdxxf

Intervalles multiples :

Intervalle unique :
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Exemple d’intégration numérique Résolution des équations numériques 

La recherche du passage par 0 : méthode de Newton
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Méthode d'Euler :
00

'

)(
))(,(

yxy
xyxfy




Intégration numérique des équations différentielles

))(,()()( 1 kkkk xyxfhxyxy 

Méthode du point médian :
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Méthode Runge-Kutta de l’ordre 4 :

Techniques d'optimisation
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L'enjeu :

Trouver le minimum de la
somme des déviations entre
les points mesurés et ceux
calculés d'après un modèle.

Exemple : ligne droite

a, b : les paramètres du modèle
,  : les estimateurs des paramètres a, b
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Minimization techniques: line search

Steepest descent

Good point: stable and initially very fast

Bad points: very slow at the final stage,
slow convergence for some
types of functions

11

1












kk

kk
k

kkkk

gg
gg

g





Conjugate gradients

Good points:
- fixes the slow

convergence problem

- uses variable search
directions instead of
gradients only

Bad points:
- works on quadratic

functions only, needs
periodic restarts for
other functions

Memory from
previous step

Broyden, Fletcher,
Goldfarb, Shanno
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Methods based on second derivative

Newton-Raphson algorithm:

Le problème majeur lié avec
toutes les techniques de minimisation

basées sur le calcul de gradients

On descend toujours vers le minimum
le plus proche du point de départ !
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Algorithmes stochastiques

Stochastic algorithms: simulated annealing

If p > p’, accept the new point
(p’ generated randomly)
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PSO (Particle Swarm Optimization)

Introduction to the PSO: Origins

• Inspired by the nature social behavior and dynamic 

movements with communications of insects, birds and fish

Introduction to the PSO: Origins

• In 1986, Craig Reynolds described this process in 3 

simple behaviors:

Separation

avoid crowding local 
flockmates 

Alignment

move towards the average 
heading of local 
flockmates 

Cohesion

move toward the average 
position of local 
flockmates 
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Algorithm Characteristics

• Advantages
– Insensitive to scaling of design variables
– Simple implementation
– Easily parallelized for concurrent processing
– Derivative free
– Very few algorithm parameters
– Very efficient global search algorithm

• Disadvantages
– Tendency to a fast and premature convergence in mid optimum points
– Slow convergence in refined search stage (weak local search ability)

Improvements (I)
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…

Improvements (II)

1) Small Sized Swarms
Not  as  other evolutionary algorithms that prefer larger population, PSO needs a comparatively smaller
population size.  Especially for  simple  problems,  a population  with three to  five  particles can achieve
satisfactory results. PSO   with small neighborhoods performs better on complex problems.  

2) Randomly Regrouping Schedule   
Since the small sized swarms are searching using their own best historical information, they easily converge 
to a local optimum. If we keep the neighborhood structures unchanged, then there will be no information 
exchange among the swarms. In order to avoid this situation, every R generations, the population is
regrouped randomly. In this way, the good information obtained by each swarm is exchanged among the 
swarms. This algorithm performs better on complex multimodal problems.
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min  = 0
au (1,1)

[x,fval,exitflag] = fminsearch(banana,[-1.2, 1])

banana = @(x)100*(x(2)-x(1)^2)^2+(1-x(1))^2;

Minimizing Rosenbrock's Function with fminsearch

This produces:

x =
1.0000 1.0000

fval =
8.1777e-010

exitflag =
1

This indicates that the minimizer was found
at [1 1] with a value near zero.
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Ajustement à un modèle
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Comparaison de deux modèles
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Octave : ajustement et comparaison de modèles
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options = optimset('TolX',1e-9,'TolFun',1e-9);

options is a structure specifying additional options. Currently,
fminunc recognizes these options:

"FunValCheck", 
"OutputFcn", 
"TolX", 
"TolFun", 
"MaxIter", 
"MaxFunEvals", 
"GradObj", 
"FinDiffType", 
"TypicalX", 
"AutoScaling". 

6) Optionnellement, préparation des options de la fonction fminunc :
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7) Ajustement au 1er modèle  (mettre compet1 dans modcomp)

x0=[100 0 1e4];

[x1,f1,inf1,out1,grad1,hess1]=fminunc(@(x) modcomp(x,data),x0,options)

x1 =
9.8228e+001  1.1580e+001  3.3701e+004

f1 =  187.23

inf1 =  3

out1 =

scalar structure containing the fields:
iterations =  46
successful =  40
funcCount =  285

grad1 =

-1.6655e-005  -3.3160e-006  9.3871e-009

hess1 =

1.1226e+001  9.6423e-001  1.2908e-003
9.6423e-001  1.6057e+001  1.5601e-003
1.2908e-003  1.5601e-003  1.2037e-006

8) Ajustement au 2e modèle  (mettre compet2 dans modcomp)

X0=[100 0 1e4,0.1,1e4];

[x2,f2,inf2,out2,grad2,hess2]=fminunc(@(x) modcomp(x,data),x0,options)

x2 =
9.9408e+001  1.0355e+001  1.1647e+004  5.8805e-001  1.6743e+005

f2 =  100.67

inf2 =  3

out2 =
scalar structure containing the fields:

iterations =  204
successful =  188
funcCount =  2083

grad2 =
-2.0014e-004  1.4297e-004  -5.1629e-008  1.8568e-003  3.5202e-009

hess2 =
1.3578e+001  1.8910e+000  3.4330e-003  -1.2879e+002  8.3938e-005
1.8910e+000  1.6097e+001  1.7011e-003  -1.4745e+002  1.8178e-004
3.4330e-003  1.7011e-003  3.9202e-006  -1.6398e-001  9.5930e-008
-1.2879e+002  -1.4745e+002  -1.6398e-001  9.9174e+003  -8.4834e-003
8.3938e-005  1.8178e-004  9.5930e-008  -8.4834e-003  1.0490e-008
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L’interprétation des paramètres de sortie

x1, x2 = valeurs optimales des paramètres de deux modèles

f1, f2 = valeurs résiduelles de la somme de déviations au carré

inf1, inf2        = codes de sortie (3 = critère TolFun satisfait)

out1, out2      = information détaillée sur le parcours de l’algorithme

grad1, grad2 = dernières valeurs de gradients

hess1, hess2 = Hessiens finaux

sigma1=abs(diag(inv(hess1)))

sigma1 =
1.0198e-001
7.1511e-002
1.0825e+006

sigma2=abs(diag(inv(hess2)))
sigma2 =

9.8059e-002
7.7335e-002
1.9066e+006
1.7160e-003
6.6328e+008

norm(grad1) norm(grad2)
ans =   1.6982e-005 ans =  0.0018730

L’interprétation des paramètres de sortie (2)

err1=1.96*sqrt(sigma1)

err1 =
6.2590e-001
5.2414e-001
2.0392e+003

err2=1.96*sqrt(sigma2)

err2 =
6.1376e-001
5.4506e-001
2.7064e+003
8.1193e-002
5.0478e+004

x1 = 9.8228e+001  1.1580e+001  3.3701e+004

x2 = 9.9408e+001  1.0355e+001  1.1647e+004  5.8805e-001  1.6743e+005
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9) Visualisation des résultats du calcul

c=0:0.1:10;

for k=1:length(c);v1(k)=compet1(c(k),x1);end;
for k=1:length(c);v2(k)=compet2(c(k),x2);end;

plot(data(:,1),data(:,2),'ok',c,v1,'-b','linewidth',2,c,v2,'-r','linewidth',2)

[p,fv]=ftest(size(data,1),3,5,f1,f2)

p =  0.061289
fv =  3.8692

10) Faire le F-test sur les résultats de deux modèles

Interprétation :

Si p < 0.05, accepter le modèle 2

Si p > 0.05, accepter le modèle 1
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r=2;
K=10;
x0=0.1;
t=linspace(0,10,100);

x=lsode(@(x,t) logistic(x,t,r,K), x0, t);

plot(t,x,'-r',"linewidth",2)
grid on
xlabel('Time t')
ylabel('x(t)')
axis([0 10 0 12])

Ordinary differential equations in Octave

type logistic
logistic is the user-defined function defined from: 
E:\Octave\logistic.m

function dxdt=logistic(x,t,r,K)
dxdt=r*x*(K-x)/K;
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Exercice :

Matrice de Leslie : la récolte
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Equations logistiques
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Croissance de la biomasse : chemostat
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Eléments de la théorie qualitative de jeux des équations différentielles 
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Exemple

Isoclines
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Bifurcation

Limit cycle oscillations
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Systèmes proie-prédateur
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Adimensionnement

)(tCfBx
dt
dxA 

bTt
aXx




Conversion de variables d’une équation de façon à se libérer des unités
(ce qui est équivalent au changement d’échelle).

Exemple :

Equation : Substitution :

Par conséquent, les dérivées sont :
dTbdt
dXadx




Nouvelle forme d’équation :

  )()( TCFbTCfXBa
dT
dX

b
Aa def








B
Ab

A
bB

           1

)(TF
aB
CX

dT
dX



Pour se débarrasser du coefficient du terme dX/dT, on divise tout par (Aa/b) :

)(TF
Aa
bCX

A
bB

dT
dX
















Pour mettre le coefficient du terme X à 1, on choisi :

L’équation devient :

B
Ca

aB
C

           1

)(TFX
dT
dX



Il reste à choisir le coefficient a pour simplifier l’expression :

Finalement, l’équation initiale prend la forme suivante :

La forme simplifiée permet de se focaliser sur la recherche de
propriétés de la solution, indépendamment de l’échelle de variables.

t
A
BT

x
C
BX




où

mailto:cgeorge@ipbs.fr
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Sélection d'une des espèces équivalentes
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Exercice : modèle S-I-R

aI
dt
dR

aIrSI
dt
dI

rSI
dt
dS







Equations d’après le modèle :

function yp = SIR(t,y,r,a)
yp = zeros(3,1);
yp(1) = -r * y(1) * y(2);
yp(2) =  r * y(1) * y(2) – a * y(2);
yp(3) =  a * y(2);

Fonction Matlab/Freemat
qui calcule les trois équations
(avec les paramètres r & a) :

--> [t,y]=ode45('SIR',[0,10],[70 20 10],['RelTol',1e-6],0.05,0.03);
--> plot(t,y,’-d’)

Solution numérique de ce jeu d’équations différentielles :

[t,y]=ode45(func,tspan,y0,options,params)

% The optional argument 'options' is a structure. It may contain any of the
% following fields:
% 
% 'AbsTol' - Absolute tolerance, default is 1e-6.
% 'RelTol' - Relative tolerance, default is 1e-3.
% 'MaxStep' - Maximum step size, default is (tspan(2)-tspan(1))/10
% 'InitialStep' - Initial step size, default is maxstep/100
% 'Stepper' - To override the default Fehlberg integrator
% 'Events' - To provide an event function
% 'Projection' - To provide a projection function

Extrait de commentaires de la commande "ode45" :
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Modèle S-I-R avec perte d’immunité

Equations modifiées :

Paramètres :
r = taux d‘infection (probabilité d’être infecté lors d’un contact avec I)
a = taux de récupération (l’inverse de temps de guérison)
b = pourcentage de récupérés qui perdent leur immunité après le délai .
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MATLAB !

OCTAVE

1. Installer odepkg dans Octave :

> pkg install –forge odepkg
> pkg load odepkg

2. Si le package n’est pas trouvé sur le site SourceForge :

- télécharger odepkg-0.8.5.tar.gzde SourceForge
- cd vers le répertoire où se trouve l’archive odepkg
- pkg install odepkg-0.8.5.tar.gz
- pkg load odepkg

3. Ceci va rendre disponibles les routines pour ODE et DDE.
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Exemple OCTAVE

function dydt=solveWB(t,y,Z)
ylag1=Z(:,1);
ylag2=Z(:,2);
dydt=[ylag1(1); ylag1(1)+ylag2(2); y(2)];

sol=ode54d(@solveBW,[0 5],[1 1 1],[1,0.2],ones(3,2));

%Options : ^fonction
% ^temps de simulation
% ^valeurs initiales
% ^lags
% ^historique

plot(sol.x, sol.y, ’linewidth’,2)
legend('y1','y2','y3')
title('Equation Wille-Baker')
xlabel('Time t')
ylabel('y(t)')

Exemple OCTAVE
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aI
dt
dR

aIrSI
dt
dI

rSI
dt
dS







Equations d’après le modèle :

function yp = SIR(t,y,Z,r,a)
yp = zeros(3,1);
yp(1) = -r * y(1) * y(2);
yp(2) =  r * y(1) * y(2) – a * y(2);
yp(3) =  a * y(2);

Fonction Octave
qui calcule les trois équations
(avec les paramètres r & a) :

Exemple OCTAVE : SIR avec DDE

opt=odeset()
opt =

scalar structure containing the fields:
RelTol = [](0x0)
AbsTol = [](0x0)
NormControl = off
NonNegative = [](0x0)
OutputFcn = [](0x0)
OutputSel = [](0x0)
OutputSave = [](0x0)
Refine = 0
Stats = off
InitialStep = [](0x0)
MaxStep = [](0x0)
Events = [](0x0)
Jacobian = [](0x0)
JPattern = [](0x0)
Vectorized = off
Mass = [](0x0)
MStateDependence = weak
MvPattern = [](0x0)
MassSingular = maybe
InitialSlope = [](0x0)
MaxOrder = [](0x0)
BDF = [](0x0)
NewtonTol = [](0x0)
MaxNewtonIterations = [](0x0)
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r=0.05; a=0,03;

opt=odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',1e-9,'InitialStep',0.5,'MaxStep',0.5);

sol=ode54d(@sir,[0 10],[70 20 10],[1],ones(3,1),opt,r,a);
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Modèle S-I-R avec perte d’immunité

Equations modifiées :

Paramètres :
r = taux d‘infection (probabilité d’être infecté lors d’un contact avec I)
a = taux de récupération (l’inverse de temps de guérison)
b = pourcentage de récupérés qui perdent leur immunité après le délai .

SIRD

function dy = sird(t,y,Z,r,a,b)
dy=zeros(3,1);
ylag=Z(:,1);
dy(1)=-r*y(1)*y(2)+b*ylag(3);
dy(2)= r*y(1)*y(2)-a*y(2);
dy(3)= a*y(2)-b*ylag(3);

r=0.3; a=10; b=0.5;

opt=odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',1e-9,'InitialStep',0.5,'MaxStep',0.5);

sol=ode54d(@sird,[0 10],[70 20 10],[1],ones(3,1),opt,r,a,b);

Exemple OCTAVE
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plot3(sol.y(:,1),sol.y(:,2),sol.y(:,3),'linewidth',2)
grid on
xlabel('y(1)')
ylabel('y(2)')
zlabel('y(3)')

Exemple OCTAVE : image de phase (plot 3D)

Modèle S-I-R avec perte d’immunité

Equations modifiées (fonction sird) :

Résoudre les équations utilisant les
jeux de paramètres suivants :

1)  = 1;  r = 0.5;  a = 20;  b=1
2)  = 1;  r = 0.5;  a = 20;  b=0,5
3)  = 1;  r = 0.3;  a = 20;  b=0,5

Explorer d’autres jeux de paramètres.

Visualisez les résultats. Conclusions ?
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Modèle S-I-R avec perte d’immunité et avec incubation

Equations modifiées (fonction SIRD2) :

Ecrire les équations et les résoudre avec dde23,
utilisant les jeux de paramètres suivants :

1) 1 = 0.1; 2 = 1;  r = 0.3;  a = 10;  b=0,5
2) 1 =    1; 2 = 1;  r = 0.3;  a = 10;  b=0,5
3) 1 =    2; 2 = 1;  r = 0.3;  a = 10;  b=0,5

Visualisez les résultats. Conclusions ?

function dy = sird2(t,y,Z,r,a,b)
dy=zeros(3,1);
ylag1=Z(:,1);
ylag2=Z(:,2);
dy(1)=-r*y(1)*ylag1(2)+b*ylag2(3);
dy(2)= r*y(1)*ylag1(2)-a*y(2);
dy(3)= a*y(2)-b*ylag2(3);

r=0.3; a=10; b=0.5;
sol=ode54d(@sird2,[0 20],[70 20 10],[0.1 1],ones(3,2),opt,r,a,b);

Solution de l’exemple SIRD2
(à voir APRES avoir essayé
de le résoudre soi-même !)
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Modèle prédateur-proie avec incubation

Proie : susceptible (S) ou infectée (I),
croissance logistique.

Prédateur : attrape plutôt les proies
malades, croissance logistique.

Ecrire les équations et les résoudre avec dde23, utilisant le jeux de
paramètres suivant :

r = 0.1;  K=500;  b=0.001;  c=8;  m=150;  d=0.2;  h=0.5

pour les valeurs de  suivantes:  = 2,  = 10,  = 100,  = 200.

Visualisez les résultats. Conclusions ?

function dy=ppid(t,y,Z,p)
dy=zeros(3,1);
ylag=Z(:,1);
r=p(1); K=p(2); b=p(3); c=p(4);
m=p(5); d=p(6); h=p(7);
dy(1)=r*y(1)*(1-y(1)/K)-b*y(1)*ylag(2);
dy(2)=b*y(1)*ylag(2)-c*y(3)*y(2)/(m*y(3)+y(2));
dy(3)=d*y(3)*(1-h*y(3)/y(2));

Solution de PPID
(à voir APRES avoir
essayé  de le résoudre
soi-même !)

p=[0.1 500 0.001 8 150 0.2 0.5];
sol=ode54d(@ppid,[0 500],[10 10 10],[1],ones(3,1),opt,p);
plot(sol.x,sol.y,'linewidth',2); legend('S','I','P')
plot3(sol.y(:,1),sol.y(:,2),sol.y(:,3),'linewidth',2); grid on
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Exercice

Montrer que la linéarisation du système :

prédit que le seul point stationnaire est un centre pour toutes les valeurs
du paramètre a, mais en réalité c’est une spirale stable si a < 0 et une 
spirale instable si a > 0. Tracez les portraits de phase de ce système.

 

 22

22

yxayx
dt
dy

yxaxy
dt
dx





 
 22

22

0
0

yxayx
yxaxy





 

 22

22

yx
ay

x

yx
ax
y






ay
x

ax
y 
 22 axay 

  022  yxa

Le point stationnaire peut être obtenu des équations suivantes :

On regroupant les termes on arrive à :

En comparant les termes à gauche du "=" on a :

d’où on obtient :

et finalement : donc :  0,0
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Linéarisation du système :


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0
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

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 




Si on ne retient que les termes linéaires :

Pour trouver les racines du polynôme caractéristique :

function yp = myfcn(t,y,a)
yp=zeros(2,1);
yp(1) = -y(2) + a*y(1)*(y(1)^2+y(2)^2);
yp(2) =  y(1) + a*y(2)*(y(1)^2+y(2)^2);

--> [t,y]=ode45('myfcn',[0,100],[1,0],[],0);
--> plot(t,y)
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--> y
ans =

1.0000         0
0.9950    0.0998
0.8253    0.5646
0.1919    0.9816
-0.5697    0.8223
-0.9713    0.2400
-0.8430   -0.5391
-0.2816   -0.9604
0.5006   -0.8668
0.9448   -0.3310
0.8933    0.4524
0.3905    0.9221
-0.3913    0.9220
-0.8881    0.4632
-0.9521   -0.3117
-0.5075   -0.8640
0.2497   -0.9705
0.8424   -0.5431
0.9822    0.2001
0.5702    0.8247
-0.1614    0.9896
-0.8105    0.5907
-0.9943   -0.1318
-0.6060   -0.7995
0.1094   -0.9974
0.7912   -0.6174
0.9994    0.0927
0.6257    0.7850
-0.0804    1.0008
-0.7805    0.6319

--> plot(y(:,1),y(:,2),’-d’)

Pour obtenir l’image de phase du système :

--> SOL=ode45('myfcn',[0,100],[1,0],[],0);
--> y=deval(SOL,0:0.1:100);
--> y=y';
--> plot(y(:,1),y(:,2),'-d')

Pour avoir plus de points pour le graphe :

MATLAB
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opt=odeset('RelTol',1e-6,'AbsTol',1e-9,'InitialStep',0.5,'MaxStep',0.5);
[t,y]=ode45(@myfcn,[0,100],[1,0],opt,0);

plot(y(:,1),y(:,2)) plot(y(:,1),y(:,2),’-d’);

OCTAVE

Autre possibilité :
sol=ode45(@myfcn,[0,100],[1,0],opt,0);
plot(sol.y(:,1),sol.y(:,2))

--> [t,y]=ode45('myfcn',[0,100],[1,0],[],-0.1);
--> plot(y(:,1),y(:,2),’-d’)

Pour voir ce qui se passe quand a < 0 :

(SOL)

MATLAB
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--> [t,y]=ode45('myfcn',[0,100],[1,0],[],0.004);
--> plot(y(:,1),y(:,2),’-d’)

Pour voir ce qui se passe quand a > 0 :

(SOL)

MATLAB

OCTAVE

a=-0.1;
sol=ode45(@myfcn,[0,100],[1,0],opt,a);
plot(sol.y(:,1),sol.y(:,2))



18

--> y
ans =

1.0e+003 *
0.0010         0
0.0010    0.0001
0.0008    0.0006
0.0002    0.0010
-0.0006    0.0008 
-0.0019   -0.0035
0.0013   -0.0041
0.0041   -0.0021
0.0047    0.0017

...
-0.0208   -0.0428
-0.0352   -0.0782
-0.0962   -0.2211
-0.9499   -2.1944

-Inf -Inf
NaN NaN
NaN NaN
NaN NaN
NaN NaN
NaN NaN

A cause d’une forte non-linéarité du système,
l’intégration numérique peut causer quelques problèmes.

Exemple : a = 0.005 :

(SOL)

MATLAB

OCTAVE
a=0,005;
sol=ode45(@myfcn,[0,100],[1,0],opt,a);

error: Solving has not been successful. The iterative integration loop 
exited at time t = 99.999026 before end point at tend = 100.000000 was 
reached. This may happen if the stepsize grows smaller than defined in 
vminstep size. Try to reduce the value of "InitialStep" and/or 
"MaxStep" with the command "odeset".

>> sol=ode45(@myfcn,[0,99.99],[1,0],opt,a);
>> plot(sol.y(:,1),sol.y(:,2))
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Exercice : compétition

Exercice : prédation

Proies (x): croissance logistique.

Prédateurs (y) : compétition.

Trouver les points stationnaires dans le cas général (c-à-d travailler avec
les coefficients dans la forme symbolique, sans leur donner les valeurs
concrètes). Tous les coefficients sont positifs.

Dessiner la solution dans le plan phasique, avec les isoclines et un jeu de
Trajectoires orientées.
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Exercice : exclusion compétitive (1)

Exercice : exclusion compétitive (2)

Tout d’abord, adimmensionner les équations !

Ensuite, analyser le système (points stationnaires, stabilité, isoclines, etc.).

Puis, refaire l’analyse du système modifié de façon suivante :
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t=0:0.5:8;

x=0:0.2:2;

function dx=logistic(x,t)

dx=x-x^2;

endfunction

nt=length(t);

nx=length(x);

V1=zeros(nt,nx);

V2=zeros(nt,nx);

for i=1:nt

for j=1:nx

V1(i,j) = 1;

V2(i,j) = logistic(x(j),t(i));

endfor

endfor

Vnorm=sqrt(V1.^2+V2.^2);

V1=V1./Vnorm;

V2=V2./Vnorm;

scalefactor = 0.3;

figure(1) ;

quiver(t,x,V1',V2',scalefactor)

axis([0,8,0,2]);

xlabel('time t'); ylabel('population p');

grid on

t=0:0.1:8;

x1=lsode('logistic',0.2,t);

x2=lsode('logistic',0.4,t);

x3=lsode('logistic',2.0,t);

hold on

plot(t,x1,t,x2,t,x3)

axis([0.8,0.2]);

hold off

Exemple d’un programme qui affiche le champ vectoriel pour la fonction ‘logistic’
et puis y ajoute trois trajectoires différentes,  pour les points initiaux différents.
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